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中文摘要
中文摘要
二阶动力系统广泛应用于结构动力学和工程振动控制领域，如桥梁、地震工程、
大型空间结构控制、结构动力学中的振动分析、阻尼陀螺系统和机器人控制设计等。
为了描述振动结构体的振动特性（自然频率和模态），工程实践者往往通过有限元
方法将振动结构体离散得到一个二阶常微分方程。然而，由此二阶离散模型预测得
到的振动特征通常和对实际结构体测量得到的动态行为不一致。模型修正问题就是
通过测量得到的特征信息对原始二阶模型进行修正。数学上，我们称之为二次特征
值配置问题。另外，在工程控制设计中，为了消除振动结构体因外力引起的共振等
危险振动，工程实践者往往采取主动控制，即利用状态反馈控制外力作用于结构体，
使得结构体拥有指定的振动特性。部分二次特征值配置问题就是利用反馈控制外力
将结构体的可能导致共振等危险行为的自然频率加以替换，同时使得振动结构体剩
余的固有自然频率和模态保持不变（即保持无溢出性）。这类问题在工程控制设计等
领域中有着广泛的应用背景。
近年来，有关部分二次特征值配置问题的理论和数值方法有很大进展。现有算
法大多采用基于速度-位移的状态反馈控制。最近，由于加速度传感器的广泛运用，
已有文献研究基于速度-加速度的反馈控制的二次特征值配置问题。
本论文主要研究基于速度-加速度反馈的部分二次特征值配置问题。为了减少能
量消耗、噪声扩张以及降低修正后的模型对参数扰动的敏感性，我们提出一类优化
算法。基于部分二次特征值配置问题的参数解，我们给出反映范数最小化和鲁棒性
的最优价值函数，推导出其梯度的明确表达式并给出相应的优化算法。最后，我们
给出数值实验用以验证该算法的有效性。
关键词：二阶控制系统，部分二次特征值配置问题，速度-加速度反馈矩阵，最小范
数，鲁棒性。
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Abstract
Abstract
Second-order dynamic systems arise in a wide variety of practical applications such
as structural dynamics and industrial vibrations. This includes bridges, earthquake
engineering, control of large flexible space structures, vibration control in structural
dynamics, robotics control, etc. To describe dynamical behaviors (natural frequen-
cies and model shapes) of a vibrating system, engineering practicers often discretize
a vibration structure into a second-order differential equation by using finite element
techniques. However, the natural frequencies predicted by the second-order model often
disagree with those measured experimentally from a practical vibration structure. A
model updating problem aims to update the original model via the measured eigendata.
Mathematically, this is called a partial quadratic eigenvalue assignment problem. In
addition, in engineering design, to avoid some dangerous vibrations (e.g, resonance)
caused by external forces, an engineer may employ an active control strategy, i.e., ap-
ply the feedback control force to the vibration structure and reassign the given natural
frequencies to it. A partial quadratic eigenvalue assignment problem is to find some
feedback control force such that the few natural frequencies, which may cause the res-
onance and other dangerous vibrations, are replaced by the prescribed ones while the
remaining natural frequencies and model shapes are kept unchanged (i.e., keep the no
spill-over property). Such problems arise in many engineering applications including
engineering control design, etc.
There is a large development in theoretic and algorithmic aspects of partial
quadratic eigenvalue assignment problems for vibrating systems. Most existing meth-
ods are based on the displacement-velocity feedback control. Recently, because of wide
use of acceleration sensors, there is some literature related to the partial quadratic
eigenvalue assignment problem via velocity-acceleration feedback.
This thesis focuses on the partial quadratic eigenvalue assignment problem using
velocity-acceleration feedback. To reduce energy consumption, noise amplification, and
sensitivity to model parameter perturbations, we propose a new optimization method.
Based on the parametric solution to the partial quadratic eigenvalue assignment prob-
lem, we give a new cost function to reflect both minimum norm and robustness. We
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Abstract
derive the explicit gradient expression for the cost function and give the corresponding
optimization algorithm. Finally, we present some numerical experiments to show the
effectiveness of the proposed method.
Key words: Second-order control systems, partial quadratic eigenvalue assignment
problem, velocity-acceleration feedback matrices, minimum norm, ro-
bustness.
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第一章 引言
第一章 引言
在现实中，很多物理系统可以由二阶微分方程刻画。自然地，二阶动力系统在
振动工程中有着非常广泛的应用，例如桥梁、地震工程、大型挠性空间结构控制、
结构动力学中的振动分析、阻尼陀螺系统和机器人控制设计等。在实际工程设计应
用中，工程师往往通过有限元技巧将振动结构体离散为如下二阶常微分控制系统：
𝑀?̈?(𝑡) +𝐷?̇?(𝑡) +𝐾𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), (1-1)
其中𝑀 , 𝐷, 𝐾是𝑛 × 𝑛实矩阵，𝑡表示时间，𝑥(𝑡)是𝑛维向量，𝑓(𝑡)是外力。对于振动
结构体来说，矩阵𝑀，𝐷，𝐾分别表示质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵，且𝑀，𝐷，
𝐾是实对称矩阵，𝑀为正定矩阵，𝐾为半正定矩阵。𝑥(𝑡)，?̇?(𝑡)和?̈?(𝑡)分别代表位移、
速度和加速度向量。
通过分离变量𝑥(𝑡) = 𝑥𝑒𝜆𝑡，𝑥为待确定的常向量。系统(1-1)的齐次方程的解由下
面的二次特征值问题([62])决定：
𝑃 (𝜆)𝑥 := (𝜆2𝑀 + 𝜆𝐷 +𝐾)𝑥 = 0, (1-2)
其中𝑃 (𝜆) := (𝜆2𝑀 + 𝜆𝐷 + 𝐾)称为开环二次束，向量𝑥称为开环二次束𝑃 (𝜆)关于
特征值𝜆的特征向量。如果𝑀是非奇异矩阵，开环二次束𝑃 (𝜆)有2𝑛个有限的特征
对{(𝜆𝑗, 𝑥𝑗)}2𝑛𝑗=1。这些特征值和特征向量直接反映出振动系统的振动特征，即自然频
率和模态。在一些实际应用中，由模型(1-1)计算得到的自然频率和模态并不能反映
出振动结构体的振动特征，即这些计算得到的自然频率和模态往往与对实际结构体
测量得到的自然频率和模态不一样。因此，我们需要对现有模型进行修正。另外，
像桥梁、高层建筑、汽车等很多振动结构体在受到地震和大风等外力的作用时，外
力的振动频率会非常接近结构体本身的自然频率，从而导致共振等危险现象的发生。
我们知道，共振会对结构体造成非常严重的破坏。
为了真实地反映出振动结构体的振动特征同时为了避免共振和系统的不稳定性，
我们有必要修正现有模型。在工程上，工程师往往采取积极主动控制，即利用状态
反馈控制外力作用于振动结构体，使得结构体拥有测量得到的自然频率或指定的自
然频率，同时保持结构体剩余的固有自然频率和模态保持不变，工程动力学中称为
无溢出性。数学上，我们称之为部分二次特征值配置问题。我们可以采用多输入状
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第一章 引言
态反馈控制外力如下
𝑓(𝑡) := 𝐵𝑢(𝑡), (1-3)
其中𝐵是𝑛 × 𝑚(𝑚 ≤ 𝑛)控制矩阵，𝑢(𝑡)是控制向量。一般情况下，我们假设控制矩
阵𝐵是列满秩矩阵。
下面我们分别回顾基于位移-速度状态反馈的部分二次特征值问题和基于速度-加
速度状态反馈的部分二次特征值问题的研究进展情况：
1.1 基于位移-速度反馈的部分二次特征值配置问题
我们知道，基于位移-速度的状态反馈控制外力为(1-3)，其中向量𝑢(𝑡)具有如下
特殊形式：
𝑢(𝑡) = 𝐹 𝑇 ?̇?(𝑡) +𝐺𝑇𝑥(𝑡), (1-4)
其中𝑛×𝑚阶实矩阵𝐹和𝐺分别表示待确定的速度反馈矩阵和位移反馈矩阵。
将基于位移-速度的状态反馈控制外力(1-3)和(1-4)代入二阶常微分方程(1-1)，我
们可得到如下闭环控制系统：
𝑀?̈?(𝑡) + (𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 )?̇?(𝑡) + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 )𝑥(𝑡) = 0 (1-5)
利用分离变量法，我们可知闭环系统(1-5)的振动特征，即自然频率和模态可由如下
二次特征值问题的特征值和特征向量来决定：
𝑃 [1]𝑐 (𝜆)𝑥 :=
(︀
𝜆2𝑀 + 𝜆(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 ) + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 )
)︀
𝑥 = 0,
其中
𝑃 [1]𝑐 (𝜆) := 𝜆
2𝑀 + 𝜆(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇 ) + (𝐾 −𝐵𝐺𝑇 )
称为闭环二次束。
假设我们已经知道开环二次束𝑃 (𝜆)的部分不理想的特征值和相应的特征向量，
例如那些引起共振或导致系统不稳定的特征值。基于位移-速度状态反馈控制的部分
二次特征值配置问题旨在寻找实的𝑛×𝑚阶主动速度反馈矩阵𝐹和位移反馈矩阵𝐺使
得闭环二次束𝑃
[1]
𝑐 (𝜆)拥有测量得到的部分特征值或者指定的部分特征值用以替换掉
开环二次束𝑃 (𝜆)的部分不理想的特征值同时保持开环二次束𝑃 (𝜆)剩余的大部分特征
值和特征向量不变，即保持无溢出性。
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为了实际有效性，这样的控制设计有必要满足鲁棒性。这就要求要寻找的𝑛 ×
𝑚阶主动速度反馈矩阵𝐹和位移反馈矩阵𝐺的范数比较小以便消耗较少的能量并降低
噪声扩张。再者，设计要使得所得的闭环二次束的特征值对系统物理参数的扰动不
敏感。这就是所谓的基于位移-速度状态反馈控制的最小范数部分二次特征值配置
问题和鲁棒部分二次特征值配置问题。
一个可能的办法是将基于位移-速度状态反馈控制的部分二次特征值配置问题转
化为如下的一阶状态反馈极点配置问题。首先将二阶控制系统(1-1)，(1-3)和(1-4)转
化为如下广义一阶状态控制系统：
ℰ𝑞(𝑡) = 𝒜𝑔𝑞(𝑡) + ℬ𝑔𝑢(𝑡), (1-6)
其中
ℰ =
⎡⎣ 𝐼𝑛 0
0 𝑀
⎤⎦ , 𝒜𝑔 =
⎡⎣ 0 𝐼𝑛
−𝐾 −𝐷
⎤⎦ ,
𝑞(𝑡) =
⎡⎣ 𝑥(𝑡)
?̇?(𝑡)
⎤⎦ , ℬ𝑔 =
⎡⎣ 0
𝐵
⎤⎦ .
如果质量矩阵𝑀是可逆矩阵，则广义一阶状态控制系统(1-6)可简化为如下标准
一阶状态控制系统：
𝑞(𝑡) = 𝒜𝑞(𝑡) + ℬ𝑢(𝑡), (1-7)
其中
𝒜 =
⎡⎣ 0 𝐼𝑛
−M−1K −M−1D
⎤⎦ ℬ =
⎡⎣ 0
M−1B
⎤⎦ .
系统(1-7)的振动特征可由如下的线性特征值问题的特征值和特征向量来决定：
𝐿(𝜆)𝑞 := (𝜆𝐼2𝑛 −𝒜)𝑞 = 0, (1-8)
其中𝐿(𝜆) := 𝜆𝐼2𝑛 −𝒜称为线性束。容易验证，如果(𝜆, 𝑥)是二次特征值问题(1-2)的一
个特征对，则(𝜆, 𝑞)是线性特征值问题(1-8)的一个特征对，其中
𝑞 =
⎡⎣ 𝑥
𝜆𝑥
⎤⎦ .
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注意到由(1-4)给出的向量𝑢(𝑡)可表示为
𝑢(𝑡) = ℱ𝑞(𝑡) (1-9)
其中
ℱ := [𝐺𝑇 , 𝐹 𝑇 ] ∈ R𝑚×2𝑛
称为状态反馈矩阵。这里，R𝑚×𝑛表示全体𝑚× 𝑛阶实矩阵的集合。
于是，当质量矩阵𝑀可逆时，我们将(1-9)代入(1-7)可得一阶闭环系统
𝑞(𝑡) = (𝒜+ ℬℱ)𝑞(𝑡),
其中𝒜𝑐 := 𝒜+ ℬℱ称为闭环状态矩阵。
因此，基于位移-速度状态反馈控制的部分二次特征值配置问题可转化为如下部
分线性特征值配置问题: 寻找𝑚 × 2𝑛阶状态反馈矩阵ℱ使得闭环状态矩阵𝒜𝑐拥有测
量得到的部分特征值或者指定的部分特征值用以替换掉开环线性束𝐿(𝜆)的部分不理
想的特征值同时保持开环线性束𝐿(𝜆)剩余的大部分特征值和特征向量不变，即保持
无溢出性。
对于一阶控制系统的完备或部分特征值配置问题的理论和数值方法，我们可以
参考文献 [16,18,22,29,32,37,38,63–65]等。
然而，这种将二阶控制系统转化为一阶控制系统的方法有几个计算方面的缺
陷：
1. 系统维数从𝑛维增加到2𝑛维。这增加了计算复杂度；
2. 要计算一个可能病态的质量矩阵𝑀的逆矩阵。这可能会导致计算结果不可靠；
3. 原有矩阵𝑀，𝐷，𝐾的对称性，正定性，稀疏性结构会丢失；
4. 很多现有的特征值数值计算方法往往针对小规模问题，如果我们将其用于大规
模特征值问题的计算，可能导致计算得到的特征值和特征向量不准确。
近年来，为了解决如上所述的实际工程计算困难，用于直接求解基于位移-速度
状态反馈控制的部分二次特征值配置问题的理论和算法设计得到了很大发展. 有关
基于位移-速度状态反馈控制的部分二次特征值配置问题的理论和计算方法，我们可
以参考文献 [17,20,22,25–28,30,31,33,47,50,58,69]等；有关基于位移-速度状态反馈控制
的最小范数和鲁棒性部分二次特征值配置问题的理论和计算方法，我们可以参考文
献 [12,14,15,17,19,21,40–42,55,66]等。最近有基于测量得到的响应率信息的特征值配
置问题，我们可以参考文献 [11,43,44,51,52]等.
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1.2 基于速度-加速度反馈的部分二次特征值配置问题
在许多实际问题中，如在地震中，地面和建筑物等结构体在运动，很难测量结
构体的位移响应；在机械系统的振动抑制中，加速器是主要的传感器，通过反馈，
从测量的加速度量得到速度量，这些是系统状态的导出量。通过利用导出的反馈控
制量，可以解决相应的基于速度反馈的线性控制系统的极点配置问题和基于速度-加
速度反馈的二次特征值配置问题。在本论文中我们主要讨论基于速度-加速度反馈的
部分二次特征值配置问题。
我们首先介绍基于速度-加速度反馈的部分二次特征值配置问题。我们研究二阶
控制系统(1-1)，其中多输入状态反馈控制外力为(1-3)，向量𝑢(𝑡)具有如下特殊形式：
𝑢(𝑡) = 𝐹 𝑇𝑎 ?̈?(𝑡) + 𝐹
𝑇
𝑣 ?̇?(𝑡) (1-10)
其中𝑛×𝑚阶实矩阵𝐹𝑎和𝐹𝑣分别表示待确定的加速度反馈矩阵和速度反馈矩阵。
现在将基于速度-加速度的状态反馈控制外力(1-3)和(1-10)代入二阶常微分方
程(1-1)，我们可得到如下闭环控制系统：
(𝑀 −𝐵𝐹 𝑇𝑎 )?̈?(𝑡) + (𝐷 −𝐵𝐹 𝑇𝑣 )?̇?(𝑡) +𝐾𝑥(𝑡) = 0 (1-11)
同样，利用分离变量法，我们可知闭环系统(1-11)的自然频率和模态由如下二次特征
值问题的特征值和特征向量决定：
𝑃 [2]𝑐 (𝜆)𝑥 :=
(︀
𝜆2(𝑀 −𝐵𝐹 𝑇𝑎 ) + 𝜆(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇𝑣 ) +𝐾
)︀
𝑥 = 0,
其中
𝑃 [2]𝑐 (𝜆) := 𝜆
2(𝑀 −𝐵𝐹 𝑇𝑎 ) + 𝜆(𝐷 −𝐵𝐹 𝑇𝑣 ) +𝐾
称为闭环二次束。
假设我们已经知道开环二次束𝑃 (𝜆)的部分特征值和相应的特征向量可能会引起
共振或导致系统不稳定。则我们可以考虑如下基于速度-加速度状态反馈控制的部分
二次特征值配置问题：寻找𝑛 ×𝑚阶主动加速度反馈矩阵𝐹𝑎和速度反馈矩阵𝐹𝑣使得
闭环二次束𝑃
[2]
𝑐 (𝜆)拥有测量得到的部分特征值或者指定的部分特征值用以替换掉开
环二次束𝑃 (𝜆)的部分不理想的特征值同时保持开环二次束𝑃 (𝜆)剩余的大部分特征值
和特征向量不变，即保持无溢出性，还要使得更新后的质量矩阵(𝑀 − 𝐵𝐹 𝑇𝑎 )是可逆
矩阵。
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